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水－土連成 FEM 解析手法における動水勾配の空間離散化 
 

u-p 定式化における有限体積法に基づく連続式の離散化形式の精度向上 
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1.  はじめに 
 
圧密や液状化など，水－土連成問題の地盤変形を記

述する支配方程式は，飽和土を土骨格と間隙水の二相

系として扱う Biot の飽和多孔質体理論例えば，1), 2), 3), 4)に

よって導かれる。支配方程式に対するいくつかの定式

化 5)のうち，本研究では土骨格変位𝑢𝑢と間隙水圧𝑝𝑝を未

知数とする u-p 定式化に着目する。本定式化は，間隙

水の動的挙動が近似的に考慮されるが，通常の地震動

における周波数の範囲や一般的な砂質土の透水係数ま

での範囲は適用可能であり 5)，また，他の定式化に比

べて解くべき自由度数が少ないという利点があること

から，実用上は有限要素法（以下，FEM）などの離散

化形式による数値シミュレーションが前述の連成問題

の変位予測や対策設計などに広く用いられている。 
u-p 定式化では飽和土のつり合い式と連続式を保存式

とする。連続式の空間離散化に有限体積法 6)（以下，

FVM）を適用する場合，要素から流出する間隙水の流

量は要素境界面上の圧力勾配ベクトルまたは動水勾配

ベクトルを用いて表す。ここで，これらの勾配ベクト

ルは，従来，当該の境界面で隣接する要素間の水圧差

または水頭差を要素重心間の距離で除すことで表現さ

れるが，メッシュ分割方法によっては解析精度が低下

するという課題がある。 
そこで，本研究では，このような u-p 定式化による

連続式を FVM で離散化する場合の課題に対し，要素

境界面上における圧力勾配ベクトルのメッシュ依存性

の低減とともに，空間分解能の向上を可能にする解決

策を提案する。さらに，その検証のために 2 次元圧密

問題に適用し，過剰間隙水圧分布などの数値解を理論

解と比較することで解決策の妥当性を確認する。 
 

2.  FVM による連続式の離散化 
 
2.1  FVM による離散化形式 

u-p 定式化に関する既往の研究例えば，7), 8), 9), 10)によると，

FVM による連続式の空間離散化は，要素内の土骨格変

位を 1 次アイソパラメトリック要素で節点に離散化し，

要素内の間隙水圧を一定と仮定して当該要素に離散化

する場合に適用される。具体的には，加速度項と慣性

力項を考慮しない，準静的な問題の場合，要素 E の領

域𝑉𝑉𝐸𝐸をコントロールボリュームとする連続式の離散化

形式が式(1)のように表される。なお，式(1)において，

ひずみは微小ひずみ，土粒子は非圧縮とし，間隙水の

圧縮性を仮定している。さらに，ひずみの符号は引張

側を正，間隙水圧の符号は圧縮側を正としている。 
 

−�
𝑘𝑘
𝛾𝛾𝑤𝑤 �

𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝑇𝑇

{𝑛𝑛}𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝑆𝑆𝐸𝐸
= −{𝐾𝐾𝐸𝐸𝑣𝑣}𝑇𝑇{𝑢̇𝑢𝑁𝑁} − 𝐾𝐾𝐸𝐸

𝑝𝑝𝑝̇𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤  (1) 

 
ここに，係数𝐾𝐾𝐸𝐸

𝑝𝑝
は 

𝐾𝐾𝐸𝐸
𝑝𝑝 = �

𝜑𝜑
𝐾𝐾𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝑉𝑉𝐸𝐸
， 

である。また，式(1)の左辺は要素 E から流出する間隙

水の全流量を表し，右辺は単位時間当たりの土骨格の

体積圧縮量から間隙水の体積圧縮量を差し引いた値を

表す。さらに，𝑘𝑘：透水係数，𝛾𝛾𝑤𝑤：間隙水の単位体積

重量，{𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ }：圧力勾配ベクトル，{𝑛𝑛}：要素境界面

𝑆𝑆𝐸𝐸上の外向き法線ベクトル，{𝑢̇𝑢𝑁𝑁}：構成節点の速度ベ

クトル，{𝐾𝐾𝐸𝐸𝑣𝑣}𝑇𝑇：{𝑢̇𝑢𝑁𝑁}を要素 E の単位時間当たりの体積
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変化量（引張：正）に変換するためのベクトル，𝜑𝜑：
間隙率，𝐾𝐾𝑤𝑤：間隙水の体積弾性係数，である。 
2.2  従来手法における課題 
図-1 の 2 次元メッシュの場合，従来手法による要素

E の各境界面上の圧力勾配ベクトルは，それぞれの境

界面で隣接する 4 つの要素との水圧差を要素重心間の

距離で除すことで表現し，式(1)の左辺，すなわち，要

素 E から流出する間隙水の全流量は，圧力勾配ベクト

ルから求められる各境界面からの流出量を足し合わせ

ることで表す。 
ただし，正解の圧力勾配ベクトルの方向が要素重心

間の方向と常に一致するとは限らず，両者の乖離の度

合いなどが影響して，メッシュ分割方法によっては，

解析精度が低下する場合がある 11), 12)。また，要素形状

が歪な場合，前述による圧力勾配ベクトルが要素間の

どの領域に作用する値を表現しているのか，不明瞭と

なることも解析精度が低下する要因と考えられる。 
 

3.  精度向上のための提案手法 
 
3.1  概要 
本研究の提案手法において，解析モデル内の圧力勾

配ベクトルは，FEM で離散化した間隙水のつり合い式

に基づき，節点で規定する。ここで，図-2 の 2 次元メ

ッシュの場合，要素 E を構成する 4 つの節点での圧力

勾配ベクトルは，各節点を共有する周囲の 8 つの要素

と要素 E の間隙水圧によって表すことができる。例え

ば，図中の節点 N を共有する 4 つのいずれの要素も幅

𝐵𝐵×高さ𝐻𝐻の長方形要素とすると，節点 N に離散化さ

れる圧力勾配ベクトルは，後述の体積𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤の領域に作用

する値として次式のように求められる。 
 

�
𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑁𝑁
= −

1
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

[𝐴𝐴𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]{𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁

𝑤𝑤 } 

=
1
𝐵𝐵𝐵𝐵

� −𝐻𝐻/2
−𝐵𝐵/2  −𝐻𝐻/2

−𝐵𝐵/2  −𝐻𝐻/2
−𝐵𝐵/2  −𝐻𝐻/2

−𝐵𝐵/2 � �

𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤
𝑝𝑝𝐸𝐸2𝑤𝑤
𝑝𝑝𝐸𝐸7𝑤𝑤
𝑝𝑝𝐸𝐸3𝑤𝑤

� 

 (2) 

 
ここに，{𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ }𝑁𝑁：節点 N に離散化される圧力勾配

ベクトル，𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤：間隙水のつり合い式の離散化過程で各

要素から節点 N に離散化される体積の合計，{𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 }：

節点 N を共有する要素の間隙水圧𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 で構築されるベ

クトル，[𝐴𝐴𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]：{𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁

𝑤𝑤 }を等価節点力ベクトルに変換す

るためのマトリックス，である。 
式(2)のように，解析モデル内の圧力勾配ベクトルを

節点で規定することにより，その空間分解能が向上す

るとともに，要素境界面上における各ベクトルの方向

の客観性が高まることでメッシュ依存性が低減する。 
3.2  定式化 
本節では，後述の準静的な圧密問題に適用すること

を前提に，加速度項と慣性力項を考慮しない場合の，

FVM による連続式の離散化形式について説明する。 
(1) 間隙水のつり合い式の空間離散化 
準静的な圧密問題の場合，u-p 定式化では間隙水の運

動が Darcy 則に基づく以下のつり合い式によって記述

される。 
 

𝛾𝛾𝑤𝑤

𝑘𝑘
𝑣𝑣𝑖𝑖𝑤𝑤𝑤𝑤 = −

𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
  (3) 

 
ここに，𝑣𝑣𝑖𝑖𝑤𝑤𝑤𝑤：流速ベクトル，𝛾𝛾𝑤𝑤：間隙水の単位体積

重量，𝑘𝑘：透水係数，𝑝𝑝𝑤𝑤：間隙水圧（圧縮：正），

𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖⁄ ：圧力勾配ベクトル，である。 
ここで，要素内の流速ベクトル𝑣𝑣𝑖𝑖𝑤𝑤𝑤𝑤は 1 次アイソパラ

メトリック要素によって節点に離散化し，要素内の間

隙水圧𝑝𝑝𝑤𝑤は要素内で一定と仮定して当該要素に離散化

する。これにより，式(3)の FEM による離散化形式が

次式のようになる。 

 
図-1 従来手法による圧力勾配ベクトルの計算 
Fig.1  Calculation of hydraulic gradient vector with 

conventional method 
 

 
図-2 提案手法による圧力勾配ベクトルの計算 
Fig.2  Calculation of hydraulic gradient vector with 

proposed method 
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[𝐶𝐶𝑤𝑤]{𝑤̇𝑤𝑁𝑁} − [𝐾𝐾𝐸𝐸𝑣𝑣]{𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤} + [𝜃𝜃𝑞𝑞𝑤𝑤]{𝜆𝜆𝑞𝑞𝑤𝑤} = −{𝐹𝐹�𝑝𝑝𝑤𝑤}  (4) 

 
ここに，{𝑤̇𝑤𝑁𝑁}：節点の流速ベクトル，{𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤}：要素の間

隙水圧𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤で構築されるベクトル，{𝜆𝜆𝑞𝑞𝑤𝑤}：流量境界を満

たすために作用させる間隙水圧𝜆𝜆𝑞𝑞𝑤𝑤で構築されるベクト

ル，[𝐶𝐶𝑤𝑤]：透水に伴う抵抗マトリックス，[𝐾𝐾𝐸𝐸𝑣𝑣]：{𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤}
を等価節点力ベクトルに変換するためのマトリックス，

[𝜃𝜃𝑞𝑞𝑤𝑤]：{𝜆𝜆𝑞𝑞𝑤𝑤}を等価節点力ベクトルに変換するためのマ

トリックス，{𝐹𝐹�𝑝𝑝𝑤𝑤}：水圧境界に伴う等価節点力ベクト

ル，である。 
なお，間隙水圧𝜆𝜆𝑞𝑞𝑤𝑤は，ラグランジュの未定乗数法に

より，流量境界に以下の制約条件式を付加して求める。 
 

[𝜃𝜃𝑞𝑞𝑤𝑤]𝑇𝑇{𝑤̇𝑤𝑁𝑁} = {𝑄𝑄�}  (5) 

 
ここに，{𝑄𝑄�}：流量境界に伴う間隙水の流出量で構築さ

れるベクトル，である。 
(2) 節点における流速ベクトル 

提案手法では透水に伴う抵抗マトリックス[𝐶𝐶𝑤𝑤]を非

対角成分が 0 の集中マトリックス型で定義する。これ

により，式(4)から求められる節点 N の流速ベクトル

{𝑤̇𝑤𝑁𝑁}は，次式のように，節点 N の諸量のみによって簡

潔に表現され，他の節点の諸量とは非連成になる。 
 

{𝑤̇𝑤𝑁𝑁} =
𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤 𝛾𝛾𝑤𝑤⁄
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

�[𝐴𝐴𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]{𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁

𝑤𝑤 } − [𝜃𝜃𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]{𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁

𝑤𝑤 } − {𝐹𝐹�𝑝𝑝|𝑁𝑁
𝑤𝑤 }�  (6) 

 
ここに，{𝑤̇𝑤𝑁𝑁}：節点 N の流速ベクトル，𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤：節点 N
における透水係数，{𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁

𝑤𝑤 }：流量境界を満たすために節

点 N に作用させる間隙水圧𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 で構築されるベクトル，

[𝜃𝜃𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]：{𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁

𝑤𝑤 }を等価節点力ベクトルに変換するための

マトリックス，{𝐹𝐹�𝑝𝑝|𝑁𝑁
𝑤𝑤 }：水圧境界によって節点 N に作

用する等価節点力ベクトル，である。 
(3) FVM による連続式の離散化形式 
式(1)の左辺は，着目する要素 E から流出する間隙水

の全流量であり，以下のように表現できる。 
 

−�
𝑘𝑘
𝛾𝛾𝑤𝑤 �

𝜕𝜕𝑝𝑝𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝑇𝑇

{𝑛𝑛}𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝑆𝑆𝐸𝐸
= �{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇

𝑚𝑚

{𝑤̇𝑤𝑁𝑁}  (7) 

 
ここに，{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇は次のように構成節点に離散化される要

素 E の境界面 m の面積ベクトルであり， 

{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇 = � {𝑛𝑛}𝑇𝑇[𝑁𝑁]𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝑆𝑆𝐸𝐸
𝑚𝑚

 

さらに，𝑁𝑁：要素 E の構成節点，𝑚𝑚：要素 E の境界面

の面番号，{𝑛𝑛}：境界面 m における外向き法線ベクトル，

[𝑁𝑁]：構成節点の変位ベクトルを要素内の変位ベクトル

に変換するための形状マトリックス，である。 
式(6)により，式(7)の右辺が以下のように表現できる。 

 

�{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇
𝑚𝑚

{𝑤̇𝑤𝑁𝑁} 

= 𝛼𝛼𝐸𝐸𝑘𝑘𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤 + {𝛼𝛼𝐸𝐸𝐸𝐸𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝑝𝑝𝐸𝐸𝐸𝐸𝑤𝑤 } − {𝛽𝛽𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁

𝑤𝑤 } − {𝛾𝛾𝑝𝑝|𝑁𝑁
𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝐹𝐹�𝑝𝑝|𝑁𝑁

𝑤𝑤 } 
 (8) 

 
ここに， 

𝛼𝛼𝐸𝐸𝑘𝑘𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤 + {𝛼𝛼𝐸𝐸𝐸𝐸𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝑝𝑝𝐸𝐸𝐸𝐸𝑤𝑤 } = �
𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤 𝛾𝛾𝑤𝑤⁄
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

�{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇
𝑚𝑚

[𝐴𝐴𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]{𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁

𝑤𝑤 }
𝑁𝑁

， 

{𝛽𝛽𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑘𝑘 }𝑇𝑇 =

𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤 𝛾𝛾𝑤𝑤⁄
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

�{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇
𝑚𝑚

[𝜃𝜃𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]， 

{𝛾𝛾𝑝𝑝|𝑁𝑁
𝑘𝑘 }𝑇𝑇 =

𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤 𝛾𝛾𝑤𝑤⁄
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

�{𝐴𝐴𝑁𝑁𝑚𝑚}𝑇𝑇
𝑚𝑚

， 

であり，𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤：要素 E の間隙水圧，{𝑝𝑝𝐸𝐸𝐸𝐸𝑤𝑤 }：節点を要素 E
と共有する別の要素 Ei の間隙水圧𝑝𝑝𝐸𝐸𝐸𝐸𝑤𝑤で構築されるベ

クトル，である。 
式(7)，式(8)を式(1)に代入して整理すると，FVM に

よって要素 E に離散化される連続式が次式のようにな

る。 
 
−{𝐾𝐾𝐸𝐸𝑣𝑣}𝑇𝑇{𝑢̇𝑢𝑁𝑁} − 𝐾𝐾𝐸𝐸

𝑝𝑝𝑝̇𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤 − 𝛼𝛼𝐸𝐸𝑘𝑘𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤 − {𝛼𝛼𝐸𝐸𝐸𝐸𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝑝𝑝𝐸𝐸𝐸𝐸𝑤𝑤 }
+ {𝛽𝛽𝑞𝑞|𝑁𝑁

𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 } = −{𝛾𝛾𝑝𝑝|𝑁𝑁

𝑘𝑘 }𝑇𝑇{𝐹𝐹�𝑝𝑝|𝑁𝑁
𝑤𝑤 } 

 (9) 

 
(4) 制約条件式 
式(6)を考慮して式(5)を整理すると，節点 N に離散化

される制約条件式が以下のように得られる。 
 

𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤 𝛾𝛾𝑤𝑤⁄
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

[𝜃𝜃𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]𝑇𝑇�[𝐴𝐴𝐸𝐸|𝑁𝑁

𝑤𝑤 ]{𝑝𝑝𝐸𝐸|𝑁𝑁
𝑤𝑤 } − [𝜃𝜃𝑞𝑞|𝑁𝑁

𝑤𝑤 ]{𝜆𝜆𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 }�

= {𝑄𝑄�𝑁𝑁} +
𝑘𝑘𝑁𝑁𝑤𝑤 𝛾𝛾𝑤𝑤⁄
𝑉𝑉𝑁𝑁𝑤𝑤

[𝜃𝜃𝑞𝑞|𝑁𝑁
𝑤𝑤 ]𝑇𝑇{𝐹𝐹�𝑝𝑝|𝑁𝑁

𝑤𝑤 } 

(10) 

 
ここに，{𝑄𝑄�𝑁𝑁}：流量境界によって節点 N に離散化され

る間隙水の流出量で構築されるベクトル，である。 
3.3  解くべき方程式 
最終的には，以下の 3 種類の方程式を連立させて，

①節点の土骨格変位ベクトル{𝑢𝑢𝑁𝑁}，②要素の間隙水圧

𝑝𝑝𝐸𝐸𝑤𝑤，③流量境界を満たすために作用させる間隙水圧𝜆𝜆𝑞𝑞𝑤𝑤，
について解き，飽和地盤モデルの各種挙動の数値解を

求める。 
① FEM で離散化した飽和土のつり合い式 
② FVM で離散化した連続式（式(9)） 
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③ 流量境界を満たすための制約条件式（式(10)） 
なお，①の方程式については，従来手法例えば，10)と同様

に導出された，飽和土のつり合い式の FEM による離散

化形式を適用する。 
 

4.  検証解析による妥当性確認 
 
4.1  Mandel-Cryer 効果 
本章では，Mandel-Cryer 効果を伴う 2 次元圧密問題

について，従来手法と提案手法によるシミュレーショ

ン解析を行い，それぞれの手法による数値解を理論解

と比較することで提案手法の妥当性について検討する。 
ここで，Mandel-Cryer 効果とは，多次元における水

－土連成問題特有の現象であり，間隙水の浸透による

土骨格の体積変形が，間隙水の浸透の影響がまだ及ん

でいない領域の土骨格の体積変化を生じさせ，当該領

域の間隙水圧が変化する現象である。Cryer (1963)によ

って導かれた球モデルの圧密に対する理論解 13)がよく

知られている。 
4.2  解析条件 
図-3 に 2 次元平面ひずみ条件の解析モデルを示す。

対象は幅𝐵𝐵×高さ𝐻𝐻＝0.5m×0.25m の等方・等質な飽和

地盤とした。メッシュ分割方法が解析結果に及ぼす影

響を調べるため，地盤を Case1 においては長方形要素

のみで分割し，Case2 では菱形要素と三角形要素を組

み合わせて分割した。 
土骨格はヤング率 2500kN/m2，ポアソン比 0.25 の線

形弾性モデル，透水係数は 1.0×10-4m/s，間隙水の単位

体積重量は 9.81kN/m3 とし，間隙率，間隙水の体積弾

性係数はそれぞれ 0.5，2.2×106kN/m2とした。 
一連の解析においては，間隙水の圧縮性を仮定した

ため，まず，全外周面が非排水条件の下，モデル内の

過剰間隙水圧分布が定常状態になるまで所定の表面力

100kN/m2 を上面に作用させ，圧密開始時の初期状態と

した。その後の圧密過程では，上面の表面力 100kN/m2

を作用させたまま，右側面のみを排水条件とした。 
直接時間積分法には後退差分法を用い，計算時間増

分は後述の既往の研究 14)を踏まえて 2.045×10-3s とし

た。 
4.3  解析結果 
(1) 初期状態 

初期状態における応答値は，いずれのケースにおい

ても，既往の研究による理論解 14)と一致した。詳細に

は上面の鉛直変位が-6.251mm，右側面の水平変位が

+12.50mm となり，地盤モデルは，ほぼ等体積変形の条

件の下，一様に鉛直方向に圧縮して水平方向に伸張し

た。さらに，モデル内の過剰間隙水圧については一様

に 49.98kPa に増加した。 
(2) 圧密過程 
圧密過程における解析結果として，右側面上の全節

点の水平変位時刻歴とモデル内の全要素の同時刻にお

ける過剰間隙水圧分布を図-4～図-7 に示す。ここに，

水平変位𝑑𝑑𝑥𝑥，過剰間隙水圧∆𝑝𝑝は前述の初期状態におけ

る応答値𝑑𝑑𝑥𝑥|𝑡𝑡=0，∆𝑝𝑝𝑡𝑡=0で正規化しており，また，いず

れの図にも Abousleiman et al.(1996)によって Biot の方

程式から導出された理論解 14)を併記している。 
図中の時間係数𝑇𝑇は透水係数や弾性係数などで正規化

した時間に関する無次元量であり，前述の計算時間増

分は時間係数増分で 2.5×10-4に相当する 14)。 
いずれのケースの解析結果も，以下の特徴的な挙動

は定性的に表現されている。 
① 間隙水が右側面から排水されて𝑑𝑑𝑥𝑥は減少し，すな

わち，土骨格は間隙水の浸透によって鉛直・水平

ともに圧縮する。 
② 圧密開始直後に非排水面側の∆𝑝𝑝は，Mandel-Cryer

効果に伴い，一時的に初期値∆𝑝𝑝𝑡𝑡=0よりも大きく

なる。 
ただし，図-4，図-5 の従来手法による数値解を理論

解と比較すると，Case1 のメッシュ分割では，両者の

各種挙動が良く一致しているものの，Case2 のメッシ

ュ分割による数値解は，圧密の進行度合いが理論解よ

りも速く，また，グラフ上では判別できないが，理論

解と異なり，∆𝑝𝑝が鉛直方向に若干分布している。 
一方，図-6，図-7 の提案手法による解析結果では，

従来手法のようなメッシュ依存性が生じておらず，ど

 
図-3 2 次元圧密解析に用いた解析モデル 

Fig.3  Numerical models applied for 2D consolidation analyses 
 

100kN/m2

100kN/m2

0.25m

0.5m

x

y

in initial state：
undrained
↓

under consolidation：
drained

in initial state：
undrained
↓

under consolidation：
drained

＜Case1＞ 

＜Case2＞ 
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ちらのメッシュ分割においても，数値解は理論解を精

度良く再現している。 
したがって，FVM による連続式の離散化形式におい

て，提案手法では間隙水の圧力勾配ベクトルと流出量

がより適切に表現されていると言える。 
 

5.  まとめ 
 
本研究では，飽和地盤に対する挙動評価のための，

u-p 定式化による水－土連成 FEM 解析に着目し，FVM
で離散化された従来の連続式における精度上の課題を

示すとともに，その解決策を提案した。 
解決策のポイントは，圧力勾配ベクトルの空間分解

能の向上とメッシュ依存性の低減を図るため，FEM で

離散化した間隙水のつり合い式に基づき，圧力勾配ベ

クトルを節点で規定していることにある。これにより，

提案した解析手法では，節点での圧力勾配ベクトルを

用いて要素から流出する間隙水の流量を表現し，FVM
による連続式の離散化形式に適用している。 

本解析手法の妥当性については，等方・等質な飽和

弾性地盤モデルを用いて準静的な 2 次元圧密のベンチ

マークである Mandel 問題を対象に検証した。その結果，

本手法は，これによる数値解が理論解とよく一致し，

高い実用性を有することが確認された。 
今後は，提案手法を液状化などの動的解析手法や不

飽和地盤の浸透－変形連成解析手法に導入し，適用性

を検討する予定である。 
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図-4 従来手法による水平変位時刻歴 
Fig.4  Time histories of horizontal displacement 

with conventional method 

図-5 従来手法による過剰間隙水圧分布（■：数値解，実線：理論解） 
Fig.5  Distributions of excess pore water pressure with conventional method 

(square mark：numerical solution, solid line：theoretical solution) 

  

図-6 提案手法による水平変位時刻歴 
Fig.6  Time histories of horizontal displacement 

with proposed method 

図-7 提案手法による過剰間隙水圧分布（■：数値解，実線：理論解） 
Fig.7  Distributions of excess pore water pressure with proposed method 

(square mark：numerical solution, solid line：theoretical solution) 
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