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1.  はじめに 
 
圧密や液状化等の水－土連成問題に関する支配方程

式は，飽和土を固相と液相の二相系からなると仮定し

た Biot の飽和多孔質体理論 1), 2), 3), 4)によって導かれる。

支配方程式は，固相の変位𝑢𝑢，液相の変位𝑈𝑈，液相の固

相に対する平均相対変位𝑤𝑤，間隙水圧𝑝𝑝を変数として記

述されるが，未知数や近似の違いによって，さまざま

な定式化がある例えば，5)。それらのうち，本研究では，

液相の圧縮性を仮定して，固相の変位𝑢𝑢および液相の変

位𝑈𝑈を未知数とする u-U 定式化 6)に着目する。本定式化

は，液相の慣性を近似せずに厳密に考慮するため，高

周波成分を含む地震動や透水性の高い地盤に対する適

用性が高いと言われており 5)，これに基づく有限要素

解析（以下，「FE 解析」）例えば，6), 7)が変位予測や対策設

計等を目的に前述の連成問題に広く用いられている。 
一方，有限要素法（以下，「FEM」）による飽和地盤

のモデル化では，地層の種類や密度の違い等によって

要素間の間隙率の変化が不連続となる場合がある。こ

のような場合に u-U 定式化を適用すると，要素間の隣

接面上の流量と間隙水圧に連続性が成立せず 8)，解析

精度が低下するという課題がある。著者らは，間隙率

が互層状に異なる 1 次元弾性地盤の鉛直震動問題にお

いて，流量と間隙水圧の連続性が常に成立する u-w 定

式化例えば，9)と比較し，u-U 定式化による誤差が要素間

の間隙率の違いや透水係数，周波数に依存することを

示している 10)。 
本研究では，隣接面上の流量と間隙水圧の連続性の

観点から，前述した u-U 定式化に基づく従来の FE 解

析の課題について，具体的な解析例とともに説明し，

その解決策を提案する。さらに，1 次元問題に関する

ケーススタディを通じて，解決策の妥当性を確認する。 

2.  従来の FE 解析における課題 
 
2.1  流量および間隙水圧の連続性 

ここでは，図-1 に示すように，地盤モデルが間隙率

等の異なる 2 種類の飽和土（飽和土 1，飽和土 2）から

なり，モデルの左端と右端の水圧差によって間隙水が

流れる 1 次元浸透問題を想定する。この問題では，式

(1)のように，隣接面上の物質収支の観点より，飽和土

1 から流出する間隙水は過不足なく，飽和土 2 に流入

する必要がある（𝑞𝑞�+ = −𝑞𝑞�−）。また，連通管の原理よ

り，式(2)のように，飽和土 1 と飽和土 2 の隣接面上の

間隙水圧は等しくなければならない（𝑝̂𝑝+ = 𝑝̂𝑝−）。 
 

𝑞𝑞�− + 𝑞𝑞�+ = � (𝑣𝑣�𝑖𝑖−𝑛𝑛�𝑖𝑖− + 𝑣𝑣�𝑖𝑖+𝑛𝑛�𝑖𝑖+)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆̂𝑆

 

= � (𝑣𝑣�𝑖𝑖− − 𝑣𝑣�𝑖𝑖+)𝑛𝑛�𝑖𝑖−𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆̂𝑆

= 0 

∴   𝑞𝑞�+ = −𝑞𝑞�−，𝑣𝑣�𝑖𝑖+ = 𝑣𝑣�𝑖𝑖− 

(1) 

� (−𝑝̂𝑝−𝑛𝑛�𝑖𝑖− − 𝑝̂𝑝+𝑛𝑛�𝑖𝑖+)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆̂𝑆

= � (−𝑝̂𝑝− + 𝑝̂𝑝+)𝑛𝑛�𝑖𝑖−𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆̂𝑆

= 0 

∴   𝑝̂𝑝+ = 𝑝̂𝑝− 

(2) 

 
ここに，図-1 と式(1)，式(2)で用いた変数は次の通りで

ある。𝐿𝐿𝐸𝐸1, 𝐿𝐿𝐸𝐸2：飽和土 1, 飽和土 2 の長さ，𝐴𝐴𝐸𝐸：断面

積，𝑛𝑛𝐸𝐸1 , 𝑛𝑛𝐸𝐸2：飽和土 1, 飽和土 2 の間隙率，𝑘𝑘𝐸𝐸1 , 
𝑘𝑘𝐸𝐸2：飽和土 1, 飽和土 2 の透水係数，𝑝̅𝑝𝐿𝐿 , 𝑝̅𝑝𝑅𝑅：地盤モ

デルの左端および右端の間隙水圧（圧縮：正），𝑞𝑞𝐿𝐿 , 
𝑞𝑞𝑅𝑅：地盤モデルの左端および右端の流量（流出量：正），

𝑑𝑑𝑑𝑑：隣接面𝑆̂𝑆上の微小面積，𝑛𝑛�𝑖𝑖−, 𝑛𝑛�𝑖𝑖+：飽和土 1, 飽和土

2 の隣接面𝑆̂𝑆上の外向き単位法線ベクトル（𝑛𝑛�𝑖𝑖+ = −𝑛𝑛�𝑖𝑖−），
𝑞𝑞�−, 𝑞𝑞�+：飽和土 1, 飽和土 2 の隣接面𝑆̂𝑆上の流量，𝑣𝑣�𝑖𝑖−, 
𝑣𝑣�𝑖𝑖+：飽和土 1, 飽和土 2 の隣接面𝑆̂𝑆上の流速ベクトル，

𝑝̂𝑝−, 𝑝̂𝑝+：飽和土 1, 飽和土 2 の隣接面𝑆̂𝑆上の間隙水圧 

＊１ 技術センター 社会基盤技術研究部 地盤研究室 
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本研究では，式(1)および式(2)が成立することをもっ

て，隣接面上の流量と間隙水圧が連続すると定義する。 
2.2  具体的な解析例 

本節では，図-1 の 1 次元浸透問題に要素間の間隙率

が不連続に変化する条件を与え，u-U 定式化に基づく

従来の FE 解析を適用する。すなわち，前述の課題に

関する具体的な解析例を示す。なお，支配方程式や離

散化等の詳細は次章に譲るが，以下では，固相の変位

を固定し，液相のつり合い式のみを解析する。 
モデルの寸法は，飽和土 1，飽和土 2 の長さを𝐿𝐿𝐸𝐸1＝

𝐿𝐿𝐸𝐸2＝5m，断面積を𝐴𝐴𝐸𝐸＝1.0m2 とし，要素のメッシュを

0.5m ピッチで設定した。間隙率は，飽和土 1～飽和土

2 の境界で不連続に変化するよう，𝑛𝑛𝐸𝐸1＝0.400，𝑛𝑛𝐸𝐸2＝
0.600 とした。透水係数は，𝑘𝑘𝐸𝐸1＝𝑘𝑘𝐸𝐸2＝1.0×10-4m/s と

し，モデル内で均質に設定した。重力加速度を𝑔𝑔＝
9.81m/s2，間隙水の密度を𝜌𝜌𝑓𝑓＝1.0Mg/m3 とし，モデル

の左端および右端の間隙水圧を𝑝̅𝑝𝐿𝐿＝98.1kN/m2，𝑝̅𝑝𝑅𝑅＝
0kN/m2 とした。このように，間隙水がモデルの左端か

ら右端に向かって流れる動水勾配𝑖𝑖𝑓𝑓＝1.0 の浸透場の条

件を設定した。さらに，間隙水の体積弾性係数を𝐾𝐾𝑓𝑓＝

2.2×1030kN/m2 とし，液相を近似的に非圧縮とした。 
解析結果として，定常状態における要素内の流速と

間隙水圧の分布図を図-2 に示す。それぞれの分布図に

は Darcy 則による理論値も示している。ここで，要素

E 内の流速𝑣𝑣𝐸𝐸は，要素 E 内の間隙率𝑛𝑛𝐸𝐸, 要素構成節点

K の液相速度𝑈𝑈�̇𝐾𝐾，形状関数𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈より，𝑣𝑣𝐸𝐸 = 𝑛𝑛𝐸𝐸𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈�̇𝐾𝐾 によ

って求めている。 
図のように，u-U 定式化に基づく従来の FE 解析では，

間隙率の変化が不連続となるモデル中央の隣接面上に

おいて，前述の連続性が成立しないため，理論値が再

現されず，誤差が生じている。 
 

3.  課題解決のための提案 
 
3.1  支配方程式 

Biot の飽和多孔質体理論による支配方程式を式(3)～
式(10)に示す。以下の支配方程式では液相の加速度の

固相に対する相対移流項 8)が十分小さいとしている。

また，ひずみは微小ひずみを仮定し，土粒子は非圧縮

としている。応力およびひずみの符号については引張

を正とし，間隙水圧は圧縮を正としている。 

 
＜固相のつり合い式＞  

(𝜌𝜌 − 𝑛𝑛𝜌𝜌𝑓𝑓)𝑢̈𝑢𝑖𝑖 − 𝑛𝑛2𝜌𝜌𝑓𝑓𝑔𝑔𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖−1�𝑈̇𝑈𝑗𝑗 − 𝑢̇𝑢𝑗𝑗� 
= 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗

′ − (1 − 𝑛𝑛)𝑝𝑝,𝑖𝑖 + (𝜌𝜌 − 𝑛𝑛𝜌𝜌𝑓𝑓)𝑏𝑏𝑖𝑖 
(3) 

＜液相のつり合い式＞  

𝑛𝑛𝜌𝜌𝑓𝑓𝑈̈𝑈𝑖𝑖 + 𝑛𝑛2𝜌𝜌𝑓𝑓𝑔𝑔𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖−1�𝑈̇𝑈𝑗𝑗 − 𝑢̇𝑢𝑗𝑗� = −𝑛𝑛𝑝𝑝,𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝜌𝜌𝑓𝑓𝑏𝑏𝑖𝑖 (4) 

＜飽和土のつり合い式＞  

𝜌𝜌𝑢̈𝑢𝑖𝑖 + 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑤̈𝑤𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝜌𝜌𝑏𝑏𝑖𝑖 (5) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑝𝑝𝐿̅𝐿 𝑝𝑝𝑅̅𝑅𝑘𝑘𝐸𝐸1 𝑘𝑘𝐸𝐸2

𝐴𝐴𝐸𝐸 𝐴𝐴𝐸𝐸𝑛𝑛𝐸𝐸1 𝑛𝑛𝐸𝐸2

飽和土1
𝐿𝐿𝐸𝐸1

飽和土2
𝐿𝐿𝐸𝐸2

𝑛𝑛𝐸𝐸2𝑛𝑛𝐸𝐸1

𝑞𝑞𝐿𝐿 𝑞𝑞𝑅𝑅𝑘𝑘𝐸𝐸1 𝑘𝑘𝐸𝐸2𝑞𝑞�− 𝑞𝑞�+

𝐴𝐴𝐸𝐸 𝐴𝐴𝐸𝐸

𝑛𝑛𝐸𝐸2𝑛𝑛𝐸𝐸1

𝑝𝑝𝐿̅𝐿

𝐴𝐴𝐸𝐸

𝑝𝑝𝑅̅𝑅

𝐴𝐴𝐸𝐸

𝑘𝑘𝐸𝐸1 𝑘𝑘𝐸𝐸2𝑝𝑝�− 𝑝𝑝�+

(a) 1 次元モデル 

(b) 流量の連続性 

(c) 間隙水圧の連続性 

図-1 隣接面上の流量および間隙水圧の連続性 
Fig.1  Continuities of discharge flow rate and pore water pres-

sure on an adjacent surface 
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𝑛𝑛𝐸𝐸1 = 0.400, 𝑛𝑛𝐸𝐸2 = 0.600 
𝑘𝑘𝐸𝐸1 = 𝑘𝑘𝐸𝐸2 = 1.0 × 10−4m/s 
 

𝜌𝜌𝑓𝑓𝑔𝑔 = 9.81kN/m3 
𝑖𝑖𝑓𝑓 = 1.0  

 u-U-1 

図-2 u-U 定式化に基づく従来の FE 解析の結果 
Fig.2  Results of the conventional finite element analysis 

based on the u-U formulation 
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＜間隙水のつり合い式＞  

𝜌𝜌𝑓𝑓𝑢̈𝑢𝑖𝑖 + 𝜌𝜌𝑓𝑓

𝑛𝑛
𝑤̈𝑤𝑖𝑖 + 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑔𝑔𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑤̇𝑤𝑗𝑗 = −𝑝𝑝,𝑖𝑖 + 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑏𝑏𝑖𝑖 (6) 

＜連続式＞  

𝑛𝑛�𝑈̇𝑈𝑖𝑖,𝑖𝑖 − 𝑢̇𝑢𝑖𝑖,𝑖𝑖� + 𝑢̇𝑢𝑖𝑖,𝑖𝑖 + 𝑛𝑛
𝐾𝐾𝑓𝑓
𝑝̇𝑝 = 0 (7a) 

�𝑛𝑛�𝑈̇𝑈𝑖𝑖 − 𝑢̇𝑢𝑖𝑖��,𝑖𝑖
+ 𝑢̇𝑢𝑖𝑖,𝑖𝑖 + 𝑛𝑛

𝐾𝐾𝑓𝑓
𝑝̇𝑝 = 0 (7b) 

𝑤̇𝑤𝑖𝑖,𝑖𝑖 + 𝑢̇𝑢𝑖𝑖,𝑖𝑖 + 𝑛𝑛
𝐾𝐾𝑓𝑓
𝑝̇𝑝 = 0 (7c) 

＜有効応力の定義式＞  

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑝𝑝𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 (8) 

＜平均相対変位の定義式＞  

𝑤𝑤𝑖𝑖 = 𝑛𝑛(𝑈𝑈𝑖𝑖 − 𝑢𝑢𝑖𝑖) (9) 

＜構成式＞  

∆𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖∆𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠 ，∆𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠 = 1
2
�∆𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑗𝑗 + ∆𝑢𝑢𝑗𝑗,𝑖𝑖� (10) 

 

ここに，𝑢𝑢𝑖𝑖 , 𝑈𝑈𝑖𝑖 , 𝑤𝑤𝑖𝑖：固相の変位ベクトル, 液相の変位

ベクトルと平均相対変位ベクトル，𝜌𝜌𝑓𝑓, 𝜌𝜌：間隙水の密

度, 飽和土の密度，𝑛𝑛, 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝐾𝐾𝑓𝑓：間隙率, 透水係数テン

ソル, 間隙水の体積弾性係数，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ , 𝑝𝑝：全応力テン

ソル, 有効応力テンソル, 間隙水圧，𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠：固相のひずみ

テンソル，𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖：構成関係テンソル，𝑔𝑔, 𝑏𝑏𝑖𝑖：重力加速

度, 物体力ベクトル，𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖：クロネッカーのデルタ 
本研究では 3 種類の定式化とこれらによる FE 解析

を扱う。従来の u-U 定式化 6)（以下，「u-U-1」），本研

究で提案する u-U 定式化（以下，「u-U-2」），既往の u-
w 定式化 9)（以下，「u-w」）の 3 種類である。このうち，

u-w は固相の変位𝑢𝑢および液相の平均相対変位𝑤𝑤を未知

数とする定式化であり，これによる FE 解析では前述

の連続性が常に成立する。本研究における位置付けは，

後述の理論解のないケーススタディに対して参照解を

得るためのものである。 
各定式化で適用するつり合い式と連続式を表-1 に示

す。いずれの定式化においても，連続式によって間隙

水圧𝑝𝑝を未知数から消去する。 
 

表-1 つり合い式および連続式 
Table 1  Equations of equilibrium and continuity 

 

 
3.2  離散化 
(1) FEM の適用 
直接解く方程式は，表-1 のつり合い式の離散化形式

による連立マトリックス方程式であり，いずれの定式

化も，つり合い式の空間離散化にはアイソパラメトリ

ック要素による FEM を適用する。なお，次章のケース

スタディでは，1 次のアイソパラメトリック要素を用

い，固相の変位𝑢𝑢，液相の変位𝑈𝑈と平均相対変位𝑤𝑤に対

して同じ形状関数を仮定する。 
(2) 間隙率マトリックスの導入 

u-U-2 においては，さらに，要素内の間隙率を節点に

離散化するための，𝑚𝑚 × 𝑚𝑚で正方な対角マトリックス

（以下，「間隙率マトリックス𝑛𝑛�𝐾𝐾」）を定義し，導入す

る。ここに，次数𝑚𝑚は節点変位の自由度数と等しい。 
𝑛𝑛�𝐾𝐾は節点 K に対応する成分を次式のように設定する。 

 

𝑛𝑛�𝐾𝐾 = ��(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸
𝐸𝐸

��
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑛𝑛
�
𝐸𝐸𝐸𝐸

� �
𝐾𝐾

 (11) 

 
ここに，𝑛𝑛�𝐾𝐾：間隙率マトリックス，∑ (𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸𝐸𝐸 ：つり合

い式の弱形式において要素 E から要素構成節点 K に離

散化される飽和土の体積の合計，∑ (𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑛𝑛⁄ )𝐸𝐸𝐸𝐸 ：要素内

の間隙率𝑛𝑛の逆数で重み付けした飽和土の体積の合計 
ここで，間隙率が要素内で分布する場合は，要素 E

内の各積分点における𝑑𝑑𝑑𝑑，𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑛𝑛⁄ を要素 E の領域で積

分し，それらを(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸 ，(𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑛𝑛⁄ )𝐸𝐸として𝑛𝑛�𝐾𝐾を設定する。 
𝑛𝑛�𝐾𝐾の導入により，要素内の平均相対変位ベクトルは

次式のように近似できると仮定する。 
 

𝑛𝑛(𝑈𝑈𝑖𝑖 − 𝑢𝑢𝑖𝑖) = 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑈𝑈�𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑢𝑢𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑢𝑢�𝐾𝐾𝐾𝐾  (12) 
 

ここに，𝑢𝑢�𝐾𝐾𝐾𝐾 , 𝑈𝑈�𝐾𝐾𝐾𝐾：要素構成節点 K における固相の変

位ベクトルおよび液相の変位ベクトル，𝑁𝑁𝐾𝐾𝑢𝑢, 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈：固相

の変位𝑢𝑢および液相の変位𝑈𝑈に関する形状関数マトリッ

クス 

さらに，式(12)の仮定により，要素内の液相の慣性

項（式(4)の左辺第 1 項）および透水に伴う相互作用項

（式(3)，式(4)の左辺第 2 項）を次式で近似した平均相

対加速度ベクトルと平均相対速度ベクトルによって記

述する。 

 

𝑛𝑛�𝑈̈𝑈𝑖𝑖 − 𝑢̈𝑢𝑖𝑖� = 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑈𝑈�̈𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑢𝑢𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑢𝑢�̈𝐾𝐾𝐾𝐾 (13) 

𝑛𝑛�𝑈̇𝑈𝑖𝑖 − 𝑢̇𝑢𝑖𝑖� = 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑈𝑈�̇𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑢𝑢𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑢𝑢�̇𝐾𝐾𝐾𝐾 (14) 
 

間隙水圧𝑝𝑝については，連続式(7b)の増分形から間隙

水の構成式を導出し，要素内の間隙水圧増分∆𝑝𝑝を次式

のように近似する。 
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∆𝑝𝑝 = −𝑄𝑄�𝑁𝑁𝐾𝐾,𝑖𝑖
𝑢𝑢 (1 − 𝑛𝑛�𝐾𝐾)∆𝑢𝑢�𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝑁𝑁𝐾𝐾,𝑖𝑖

𝑈𝑈 𝑛𝑛�𝐾𝐾∆𝑈𝑈�𝐾𝐾𝐾𝐾� (15) 
 
ここに，𝑁𝑁𝐾𝐾,𝑖𝑖

𝑢𝑢 , 𝑁𝑁𝐾𝐾,𝑖𝑖
𝑈𝑈 ：形状関数マトリックス𝑁𝑁𝐾𝐾𝑢𝑢, 𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈の導

関数，𝑄𝑄：Biot 係数（= 𝐾𝐾𝑓𝑓 𝑛𝑛⁄ ） 

(3) 提案する解決策の特徴 
u-U-2 による FE 解析においては，間隙率マトリック

ス𝑛𝑛�𝐾𝐾の導入により，連立マトリックス方程式の各項の

間隙率が隣接面を形成する節点での値で表現されるた

め，前述の連続性が常に成立する。すなわち，式(12)
～(14)によって隣接面上の流量の連続性が常に成立す

る。また，要素内の間隙水圧を式(15)によって記述し，

各相の分応力テンソル（固相：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ − (1 − 𝑛𝑛)𝑝𝑝𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖，液

相：−𝑛𝑛𝑛𝑛𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖）に伴う等価節点力を𝑛𝑛�𝐾𝐾で表すため，間隙

水圧の連続性も常に成立する。 
さらに，𝑛𝑛�𝐾𝐾の節点 K に対応する成分を式(11)のよう

に設定することにより，要素間の間隙率が不連続とな

る隣接面上においては，液相の加速度，速度，変位の

各ベクトル𝑈̈𝑈𝑖𝑖，𝑈̇𝑈𝑖𝑖，𝑈𝑈𝑖𝑖が隣接面上で不連続となる真の

応答の加重平均（重み係数：(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸）で求められる。こ

れについては 4.1 節において補足する。 
 

4.  ケーススタディによる妥当性確認 
 
4.1  1 次元準静的浸透問題 
4.1.1  解析条件 

本節では 2.2 節の 1 次元浸透問題に u-U-2 による準静

的な FE 解析を適用する。 
モデルの寸法や解析用物性値，境界条件等は前述の

通りである。u-U-2 による FE 解析の適用に際しては，

慣性項を除いた準静的解析とし，時間離散化には後退

差分法を用いた。 
4.1.2  間隙率マトリックス 

間隙率マトリックス𝑛𝑛�𝐾𝐾の成分は，飽和土 1，飽和土 2
の一般部に対して 0.400，0.600 となる。一方，飽和土

1～飽和土 2 の境界については，要素のメッシュが等断

面積（1.0m2）かつ等ピッチ（0.5m）であることから，

(2 × 0.400 × 0.600) (0.400 + 0.600)⁄  = 0.480 となる。 
4.1.3  解析結果 

まず，定常状態における要素内の流速と間隙水圧の

分布図を図-3 に示す。それぞれの分布図には Darcy 則

による理論値も示している。ここで，u-U-2 による FE
解析では，要素 E 内の流速𝑣𝑣𝐸𝐸が，要素構成節点 K の間

隙率𝑛𝑛�𝐾𝐾および液相速度𝑈𝑈�̇𝐾𝐾，形状関数𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈を用い，𝑣𝑣𝐸𝐸 =
𝑁𝑁𝐾𝐾𝑈𝑈𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑈𝑈�̇𝐾𝐾 によって求められる。 
図に示すように，u-U-2 による FE 解析では，流速と

間隙水圧がともに，Darcy 則による理論値とよく一致

しており，妥当な解析結果が得られることが確認され

た。 
さらに，定常状態における節点の液相速度𝑈𝑈�̇𝐾𝐾の分布

図を図-4 に示す。𝑈𝑈�̇𝐾𝐾は，間隙率の変化と同様，モデル

中央の隣接面上において不連続となっている。u-U-2 に

よる FE 解析では 𝑈𝑈�̇𝐾𝐾 が(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸を重み係数とする加重平

均として求められるが，要素のメッシュが等断面積か

つ等ピッチであるため，モデル中央では飽和土 1，飽

和土 2 の単純平均として得られている。 
4.2  1 次元動的浸透問題 
4.2.1  解析条件 
本節においては，2.2 節の 1 次元浸透問題に u-U-2 に
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図-3 定常状態における流速および間隙水圧 
Fig.3  Discharge velocity and pore water pressure in a steady state 

図-4 定常状態における液相速度 
Fig.4  Velocity of liquid phase in a steady state 

𝐿𝐿𝐸𝐸1 = 𝐿𝐿𝐸𝐸2 = 5m 
𝑛𝑛𝐸𝐸1 = 0.400, 𝑛𝑛𝐸𝐸2 = 0.600 
𝑘𝑘𝐸𝐸1 = 𝑘𝑘𝐸𝐸2 = 1.0 × 10−4m/s 
 

𝜌𝜌𝑓𝑓𝑔𝑔 = 9.81kN/m3 
𝑖𝑖𝑓𝑓 = 1.0  

 u-U-2 

0.480 𝑛𝑛�𝐾𝐾 =  0.400  0.600 

 u-U-2 
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よる動的な FE 解析を適用し，モデル両端に水圧差を

作用させた瞬間からの流速等の経時変化を，慣性項を

考慮して動的に解析する。ただし，2.2 節および 4.1 節

と同様，本節においても，固相の変位を固定し，液相

のつり合い式のみを解析する。 
飽和土 1，飽和土 2 の長さ𝐿𝐿𝐸𝐸1，𝐿𝐿𝐸𝐸2を除くモデルの寸

法や解析用物性値，境界条件等は前述の通りである。

本節では𝐿𝐿𝐸𝐸1，𝐿𝐿𝐸𝐸2を𝐿𝐿𝐸𝐸1＝3m，𝐿𝐿𝐸𝐸2＝7m とした。 
また，時間離散化には Newmark の β 法を適用し，計

算時間増分∆𝑡𝑡および Newmark の β法の係数𝛽𝛽，𝛾𝛾は，∆𝑡𝑡
＝5.0×10-8s，𝛽𝛽＝0.3025，𝛾𝛾＝0.6 とした。 
4.2.2  既往の研究による理論解 

Noda and Toyoda (2019) は，飽和土のつり合い式(5)，
間隙水のつり合い式(6)，連続式(7c)（ただし，液相は

非圧縮；𝐾𝐾𝑓𝑓＝∞）を支配方程式とする u-w-p 定式化に

基づき，本節の 1 次元動的浸透問題で得られる流速の

理論解を導出している 8)。Noda and Toyoda (2019) によ

る流速の理論解を次式に示す。 
 

𝑣𝑣 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑓𝑓 �1 − exp �−
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑡𝑡�� (16) 

 
ここに，𝑣𝑣：流速，𝑛𝑛, 𝑘𝑘：間隙率, 透水係数，𝑖𝑖𝑓𝑓：動水

勾配，𝑔𝑔：重力加速度，𝑡𝑡：時間 
ここで，式(16)の理論解は，空間的に一様な流速𝑣𝑣が

時間経過とともに単調に増加し，時間𝑡𝑡＝∞の定常時に

Darcy 流速（＝𝑘𝑘𝑖𝑖𝑓𝑓）に一致することを示している。𝑣𝑣
の空間上の一様性は，固相および液相を非圧縮とする

場合の連続式（𝑤̇𝑤𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 0）から導かれる。u-U-2 による

FE 解析においては，前述のように，固相の変位を固定

して固相を非圧縮とし，間隙水の体積弾性係数を𝐾𝐾𝑓𝑓＝

2.2×1030kN/m2 と設定することで液相を近似的に非圧

縮とした。 
また，本節の 1 次元動的浸透問題では流速𝑣𝑣（＝平均

相対速度𝑤̇𝑤）とともに加速度𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ （＝平均相対加速度

𝑤̈𝑤）も空間的に一様になり，モデル内の間隙水は一体

的に浸透する。一方，本節のモデルは間隙率が不均質

なため，式(16)の適用に際しては間隙水の一体的な浸

透が表現できる等価な間隙率𝑛𝑛𝐸𝐸𝐸𝐸を設定する必要がある。

𝑛𝑛𝐸𝐸𝐸𝐸は，間隙水のつり合い式(6)の慣性項を各領域で積

分し，それらの関係式から以下のように求められる。 
 

𝜌𝜌𝑓𝑓

𝑛𝑛𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐴𝐴𝐸𝐸(𝐿𝐿𝐸𝐸1 + 𝐿𝐿𝐸𝐸2) =

𝜌𝜌𝑓𝑓

𝑛𝑛𝐸𝐸1
𝐴𝐴𝐸𝐸𝐿𝐿𝐸𝐸1 +

𝜌𝜌𝑓𝑓

𝑛𝑛𝐸𝐸2
𝐴𝐴𝐸𝐸𝐿𝐿𝐸𝐸2 

∴   𝑛𝑛𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑛𝑛𝐸𝐸1𝑛𝑛𝐸𝐸2
𝐿𝐿𝐸𝐸1 + 𝐿𝐿𝐸𝐸2

𝑛𝑛𝐸𝐸2𝐿𝐿𝐸𝐸1 + 𝑛𝑛𝐸𝐸1𝐿𝐿𝐸𝐸2
 

(17) 

ここに，𝑛𝑛𝐸𝐸𝐸𝐸：モデル全体の等価な間隙率，𝑛𝑛𝐸𝐸1, 𝑛𝑛𝐸𝐸2：
飽和土 1, 飽和土 2 の間隙率，𝐿𝐿𝐸𝐸1, 𝐿𝐿𝐸𝐸2：飽和土 1, 飽和

土 2 の長さ，𝐴𝐴𝐸𝐸：断面積，𝜌𝜌𝑓𝑓：間隙水の密度 
𝑛𝑛𝐸𝐸1＝0.400，𝑛𝑛𝐸𝐸2＝0.600，𝐿𝐿𝐸𝐸1＝3m，𝐿𝐿𝐸𝐸2＝7m より，

モデル全体の等価な間隙率は𝑛𝑛𝐸𝐸𝐸𝐸≒0.522 となる。 
さらに，モデル内の間隙率（飽和土 1, 飽和土 2 の一

般部：0.400, 0.600，飽和土 1～飽和土 2 の境界でモデ

ル左端からの距離𝐷𝐷＝3m の位置：0.480）と式(16)に基

づく𝑣𝑣および𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ を式(6)に代入すると，当該間隙率に

対応する局所的な動水勾配の理論値が求められる。 
4.2.3  解析結果 
解析結果として，モデル左端からの距離𝐷𝐷＝1.5m, 

3.0m, 6.5m における流速𝑣𝑣と局所的な動水勾配𝑖𝑖𝑓𝑓の経時

変化を図-5 に示す。同図には前述の理論値も示してい

る。解析結果はいずれも節点における応答である。節

点 K の流速𝑣𝑣𝐾𝐾は当該節点の間隙率𝑛𝑛�𝐾𝐾と液相速度𝑈𝑈�̇𝐾𝐾から

𝑣𝑣𝐾𝐾 = 𝑛𝑛�𝐾𝐾𝑈𝑈�̇𝐾𝐾 によって求められ，動水勾配𝑖𝑖𝐾𝐾
𝑓𝑓
は近傍要素

間の水圧差に伴う水頭差∆ℎ𝐸𝐸と当該要素重心間の長さ

∆𝐿𝐿𝐸𝐸から𝑖𝑖𝐾𝐾
𝑓𝑓 = −∆ℎ𝐸𝐸 ∆𝐿𝐿𝐸𝐸⁄ によって求められる。 

図に示すように，解析結果は，流速，動水勾配とも

に，理論値とよく一致している。すなわち，空間的に

一様で非定常な流速の浸透場が適切に再現されており，

間隙率の違いに応じた局所的な動水勾配の挙動が精度

良く表現されている。  

図-5 動的浸透問題の解析結果 
Fig.5  Results of a dynamic seepage analysis 
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以上より，間隙率の不連続面を含む地盤モデルの浸

透問題に，液相の慣性を考慮した動的解析を適用する

場合も，u-U-2 の FE 解析によって妥当な解析結果が得

られることが確認された。 
4.3  1 次元鉛直震動問題 
4.3.1  解析条件 
本節の 1 次元鉛直震動問題は，理論解が得られない

ため，u-w による FE 解析の結果を参照解とし，u-U-1
および u-U-2 の u-w に対する誤差を比較して検討した。 

解析モデルを図-6 に示す。層厚は 40m とし，要素の

高さは 0.2m とした。底面の境界条件は固相の変位𝑢𝑢を
完全に固定し，液相の変位𝑈𝑈あるいは平均相対変位𝑤𝑤も

完全に固定して非排水とした。側面および地表面の境

界条件は鉛直方向の𝑢𝑢，𝑈𝑈，𝑤𝑤のみを自由とした。固相

の構成則は線形弾性モデルとした。 
間隙率𝑛𝑛は，要素内で均質とし，上層から深度方向に

5m ピッチで 0.300, 0.450, 0.300, ･･･, 0.450 と互層状に

変化させた。透水係数𝑘𝑘は 1.0×10-8, 1.0×10-7, ･･･, 1.0
×10-1m/s とし，数値実験という位置付けによって，各

解析ケースでモデル全体に均質に与えた。飽和土の密

度𝜌𝜌，ヤング係数𝐸𝐸，ポアソン比𝜈𝜈は，𝜌𝜌＝2.0Mg/m3，𝐸𝐸
＝2.0×104kN/m2，𝜈𝜈＝0.25 とした。間隙水は密度𝜌𝜌𝑓𝑓＝
1.0Mg/m3，体積弾性係数𝐾𝐾𝑓𝑓＝2.2×106kN/m2 とし，重力

加速度𝑔𝑔は𝑔𝑔＝9.81m/s2 とした。荷重条件については鉛

直地動加振とし，波形は加速度振幅𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚＝0.1m/s2，波

数𝑁𝑁＝10 波の正弦波とした。周波数𝑓𝑓は解析ケースごと

に 0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 5.0, 10.0Hz と設定した。 
さらに，時間離散化には Newmark の β 法を適用し，

計算時間増分∆𝑡𝑡および Newmark の β法の係数𝛽𝛽，𝛾𝛾は，

∆𝑡𝑡＝0.001s，𝛽𝛽＝0.3025，𝛾𝛾＝0.6 とした。 

4.3.2  解析結果 
透水係数が𝑘𝑘＝1.0×10-4m/s のケースで得られた，地 表面における固相鉛直加速度𝑢̈𝑢𝑦𝑦の時刻歴の一例を図-7
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0.450
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5m   

 
(a) frequency : 5.0Hz 

  

 
(b) frequency : 1.0Hz 

図-7 地表面における固相鉛直加速度の時刻歴 
（𝑘𝑘＝1.0×10-4m/s） 

Fig.7  Time histories of vertical acceleration of solid phase on the 
ground surface 

 
表-2 u-U-1 および u-U-2 による誤差の違い 

（𝑘𝑘＝1.0×10-4m/s） 
Table 2  Differences between errors of the u-U-1 and u-U-2 

 
 

  
(a) u-U-1 

  
(b) u-U-2 

図-8 u-U-1 および u-U-2 の誤差分布 
Fig.8  Distributions on errors of the u-U-1 and u-U-2 
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図-6 鉛直震動問題で用いた解析モデル 
Fig.6  Analytical model applied in a vertical seismic problem 
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に示す。また，図-7 の時刻歴データに基づき，u-U-1
および u-U-2 のそれぞれについて，u-w に対する誤差

𝐸𝐸𝑟𝑟を式(18)によって算定し，その結果を表-2 に示す。 
 

𝐸𝐸𝑟𝑟 = �|∆𝐴𝐴𝑖𝑖|
𝑛𝑛𝑑𝑑

𝑖𝑖=1

�|𝐴𝐴𝑖𝑖|
𝑛𝑛𝑑𝑑

𝑖𝑖=1

�  (18) 

 

ここに，𝐸𝐸𝑟𝑟：u-U-1 あるいは u-U-2 の u-w に対する誤差，

𝐴𝐴𝑖𝑖：時間ステップ 𝑖𝑖 における u-w のデータ，∆𝐴𝐴𝑖𝑖：時間

ステップ 𝑖𝑖 における u-U-1 あるいは u-U-2 と u-w の差，

𝑛𝑛𝑑𝑑：時間ステップ数 

u-U-1 については，周波数𝑓𝑓＝5.0Hz の場合に u-w の

時刻歴波形と明瞭な違いが見られ，10%オーダーの誤

差が生じている。u-U-2 においては，𝑓𝑓＝5.0Hz，1.0Hz
のどちらの場合も u-w による参照解とよく一致してお

り，u-U-1 と比べて誤差が大幅に低減している。 
透水係数𝑘𝑘，周波数𝑓𝑓のすべての組合わせについて，

地表面における𝑢̈𝑢𝑦𝑦の u-U-1，u-U-2 の誤差分布を図-8 に

整理する。ここで，図中の数値は誤差𝐸𝐸𝑟𝑟の百分率の常

用対数（下限値：-15.0）である。 
u-U-1 については，(𝑘𝑘＝1.0×10-1m/s, 𝑓𝑓＝5.0Hz)にお

ける誤差が最大で 330% となっており，モデルの応答

特性の影響が見られるものの，透水係数および周波数

に対する誤差の依存性が比較的明瞭に認められる。一

方，u-U-2 においては，表-2 よりも高透水性で高周波

数の領域を含め，誤差が著しく抑制されている。今回

の解析条件による誤差は，最大でも(𝑘𝑘＝1.0×10-1m/s, 𝑓𝑓
＝10.0Hz)において𝐸𝐸𝑟𝑟＝0.005%となっている。 
以上より，間隙率の不連続面を含む地盤モデルにお

いて固相と液相の挙動が連成する，複雑な震動問題の

場合に，u-U-2 の FE 解析によって解析精度の向上が図

られることが確認された。さらに，解析結果と参照解

の誤差が非常に小さいことから，u-U-2 による FE 解析

は実用上の有効性が高いことも確認された。 
 

5.  まとめ 
 
本研究では，u-U 定式化に基づく FE 解析を要素間の

間隙率の変化が不連続となる解析モデルに適用する際

の課題について，具体的な解析例とともに説明し，そ

の解決策を提案した。解決策のポイントは，支配方程

式の FEM による離散化の過程で，間隙率を節点に離散

化するための間隙率マトリックス𝑛𝑛�𝐾𝐾を導入し，これに

よって隣接面上の流量と間隙水圧の連続性を常に成立

させていることにある。妥当性については，間隙率の

不連続面を含む解析モデルを用いて 1 次元問題に関す

るケーススタディを行い，検証した。その結果，解決

策は，これによる数値解が解析精度の向上によって理

論解あるいは参照解とよく一致することから，実用性

の高い手法であることが確認された。 
提案した u-U 定式化に基づく FE 解析は，1 次元問題

に限定されず，2 次元，3 次元の問題にも適用できる。

また，アイソパラメトリック要素の次数は任意に設定

することが可能であり，要素形状の設定にも FEM の範

疇において任意性がある。さらに，本研究のケースス

タディでは要素内の間隙率を均質としたが，前述のよ

うに，間隙率が要素内で分布する場合にも適用可能で

ある。固相の構成則についても各種の非線形モデルが

使用できる。 
間隙率マトリックス𝑛𝑛�𝐾𝐾は，飽和度𝑆𝑆𝑟𝑟で補正して構築

することにより，不飽和の地盤モデルにも応用可能で

ある。今後は，提案した FE 解析を不飽和浸透－変形

連成解析に拡張して適用性を検討する予定である。 
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