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1.  はじめに 
 

 掘削を伴う地下空間利用では，地盤中の 2 相流れは

地下環境や地表付近の生活圏が受ける影響を評価する

うえで重要な検討項目である。例えば，トンネル掘削

に伴う不飽和帯の形成や地下水位の低下，地下深部の

天然資源回収や汚染物質の浄化等における流体置換，

放射性廃棄物の地層処分における埋設施設内部でのガ

ス発生などが，2 相流れが関連する地下環境へ影響を

及ぼす事象として想定される。 

 地盤中の地下水流動に関する評価では，数値解析に

よるシミュレーションが重要な役割を担うことが少な

くない。従来，地下水流動を扱う解析手法としては有

限体積法や有限要素法による数値解法が広く用いられ

てきた。有限体積法は局所物理量の保存が保証された

手法であり，流体解析において有効な手法であるが，

離散化メッシュの精度と流れに対する向きに影響を受

けることが既往の研究で指摘されている 1)。一方，有

限要素法は複雑な地質形状を表現するうえで適した離

散化手法であるが，局所物理量の保存が保証されてお

らず 2)，特に飽和度によって透過特性が変化する 2 相

流問題への適用は限界がある。特に不均質な場では，

フラックスの連続性が陽に保証されていない標準

Galerkin 法や Petrov-Galerkin 法では，異なる媒体の境

界面での非湿潤相の浸透プロセスを物理的に正確に再

現できない 3)。そこで今回開発する解析コードでは有

限体積法の長所である局所物理量保存と有限要素法の

長所である地質形状への適用性を併せ持つ混合ハイブ

リッド有限要素法 4)を解析手法として採用した。 

 

2.  混合ハイブリッド有限要素法の概要 
 

 混合ハイブリッド有限要素法は，圧力に加えて流速

そのものを変数とした混合化形式であることから，圧

力を微分して流速を得る通常の有限要素法・有限体積

法と比較して，流速の精度が１次高い。また，流れの

式（ダルシー則）に Raviart-Thomas 型形状関数 5)を用

いた有限要素法を適用し，物理量保存式に有限体積法

を適用することによって，有限要素法及び有限体積法

の双方の長所を有している。つまり，局所物理量を保

存し（有限体積法の長所），任意形状の要素が適用可能

（有限要素法の長所）であり，従来手法よりも精度の

1 次高い流速を分布として得られる（混合化形式の長

所）各手法の長所を有する手法である。特に精度の高

い流速ベクトル分布が得られることや，有限体積法と

比較して要素分割の影響を受けにくい等の長所から，

当手法は核種移行フラックスの評価に厳密な精度が求

められる放射性廃棄物処分の分野 6)や直接コストに反

映されるため精度良い生産量の評価が求められるオイ

ルエンジニアリングの分野 6)など，不均質場において

流速や流量に対して高い精度の求められる分野へ適用

されている。 

 長所を有する一方で，当手法は数学的にやや複雑で

あり，流体の圧縮性や貯留の効果を無視するなどの限

られた条件での適用例 6)，6)がほとんどである。そこで

本稿では，当手法を今後の幅広い適用を目的に流体の

圧縮や貯留の効果も考慮できるよう拡張し，数学的に

複雑である式展開を次章以降で概説する。 

 

3.  ２相流れの定式化 
 

 本検討では混和しない濡れ相（wetting-phase；下付文

字 w）と非濡れ相（non-wetting-phase；下付文字 n）の
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２相流れの問題を対象とする。解析領域は多孔質媒体

よりなる有界領域 Ω とし，領域内の任意の位置を 3 

次元直交座標系を用いて x = (x, y, z)で表す。また，領

域境界は ∂Ω= ΓD ∪ ΓN （ ΓD … Dirichlet 境界， ΓN …

Neumann 境界）とし，Dirichlet 境界と Neumann 境界の

いずれかに必ず該当するものとする。領域内の２相流

挙動がいずれの相もダルシー則に従うものとしたとき，

α相（α = w, n）の物理量保存式，ダルシー流束，初期

条件，境界条件は以下のように表すことができる。 

 

       fS
t





v
  in Ω    (1) 

  zgP   Kv
   in Ω    (2) 

   ただし， KK   ，
  rk     (3) 

    xx 0,0,  PP      in Ω    (4) 

 DPP        Ton D ,0     (5) 

 Nv  Vn 
     Ton N ,0     (6) 

 

ここで，ρα は α 相の流体密度 [ ML-3 ]，φは間隙率 

[ － ]，Sα は α 相の飽和度 [ － ]，fα は α 相の流入

出項 [ ML-3T-1 ]，vα は α相の流束ベクトル [ LT-1 ]であ

る。ダルシー流束は各相の透過係数をKα = λαKとした

一般化した形式で表す。このとき，Kは固有透過係数

テンソル [ L2 ]，λα は α 相のモビリティ（λα= krα / μα），

krα は α 相の相対透過係数 [ － ]，μαは α 相の粘性係

数 [ ML-1T-1 ]，Pαは α 相の流体圧 [ ML-1T-2 ]， g は

重力加速度 [ LT-2 ]，z は基準位置からの高さ [ L ]，で

ある。また，n は ∂Ω沿いの外向き単位法線ベクトル，

Pα
D(x,t) はDirichlet境界条件  [ ML-1T-2 ]，VN(x,t) は

Neumann境界条件 [ LT-1 ]である。 

上式に加え，間隙は必ずいずれかの相で満たされる

と仮定し，さらに毛管圧を非濡れ相圧と濡れ相圧の差

として定義し，かつ水飽和度の関数であるとみなし，

以下の関係式を得る。 

 1 nw SS      (7) 

   wnwc PPSfP  )(      (8) 

以上の式(1)～(8)を 2 相流れ問題の支配方程式とする。 

ただし，本検討で用いる混合ハイブリッド有限要素法

では，目的変数を各相の圧力 Pα(x)およびその１次微分

であるダルシー流束 vα(x)とする（以下，x は省略）。そ

こで，式(1)の物理量保存式については，左辺第 1 項を

以下のように展開する。 
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       (9) 

ただし，     FRS CCC  1      (10) 

 

ここで，CR は多孔質媒体の圧縮係数，CFα は α 相を構

成する流体の圧縮係数であり，CFα は式(10)で表される

係数である。さらに，式(9)については，式(7)および(8)

を用いて目的変数を以下のように置き換える。 

 

 
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以上に示した式の展開より，物理量保存式(1)は以下の

式(14)，(15)のように相ごとに書き表すことができる。

なお，式が煩雑になるため，式(16)～(19)のように係数

を略記する。次章では空間離散化について述べる。 

 

   www
nw fv
t

P
A

t

P
A 






 1211

    (14) 

   nnn
nw fv
t

P
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t

P
A 






 2221

    (15) 

ただし，  cSwww PCSA  11
    (16) 

 
cw PA  12

     (17) 

 cn PA  21      (18) 

  cSnnn PCSA  22
     (19) 
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4.  混合ハイブリッド有限要素法による２相

流れ問題の空間離散化 
 

 本稿では，有界領域 Ω を空間に関して離散化し，NK

個の要素によって構成される領域を Th と定義する。ま

た，要素境界のうち Dirichlet 境界に該当する要素境界

を除く，NE個の要素境界の集合を εhと定義する。 

   
hNh TKKT

K
 ,,, 1      (20) 

 
hN

N
h E

EEK   ,,, 1      (21) 

ここで，K は要素，E は要素境界を表す。また，K'は隣

接要素を表すものとし，∂K'は他要素に隣接する要素境

界とする。以降，空間離散化とマトリクス方程式につ

いて，簡単のため 2 次元矩形要素を例にして記す。 

 

4.1  ダルシー流束に関する空間離散化 

 ダルシー流束についての空間離散化は，式(2)に対し

重み関数 χh を乗じて体積積分し，さらに要素境界上の

圧力 TPα を未知数として導入して部分積分を適用する

と，以下のように表すことができる。 

 

 
    













dzgdlTPdP

d

K h
K

K hKhhh

hh

h

χχnχ

χVK








1

 

       (22) 

 

ここで，Vhα，Phα，TPhα は α 相ダルシー流束，要素中

心位置の α 相圧力，要素境界上の α 相圧力それぞれの

近似解を表し，χh は重み関数である。これらの詳細に

ついてはマトリクス方程式を作成する際に後述する。 

 

4.2  物質量保存式に関する空間離散化 

物理量保存式は，目的変数を圧力に切り替えた式

(14)，(15)に対し，重み関数 φhを乗じて体積積分するこ

とによって，以下のように相ごとに表すことができる。 

 

  







 
dd

t

P
Ad

t

P
A hhwwh

hn
h

hw  V1211
 

  df hw       (23) 

  







 
dd

t

P
Ad

t

P
A hhnnh

hn
h

hw  V2221
 

  df hn       (24) 

なお，重み関数 φh の詳細については，マトリクス方程

式を作成する際に後述する。 

 

4.3  Neumann 境界の組み込み 

流束が既知である Neumann 境界については，式(6)に

重み関数 λh を乗じて線積分し，Neuman 境界に該当す

る要素境界のみの和として以下のよう整理できる。 

    dldl h
N

K
K hKh

h

N  



   VnV     (25)  

 

なお，重み関数 λh の詳細については，マトリクス方程

式を作成する際に後述する。 

 

5.  混合ハイブリッド有限要素法による２相

流れ問題のマトリクス方程式 
 

 目的変数の１つであるダルシー流束は要素境界上の

中心位置に与えるものとする。ここで，要素数 NK と１

要素あたりの要素境界数 Ne の積を NKeとし，以下のよ

うに NKe次ベクトルとして定める。 

     
)(,,, NeNNEKNK

KKeK
v


  VV     (26) 

このとき，要素 K 内の任意の位置 x における，ダルシ

ー流束 vα の近似解 Vhα は，Raviart-Thomas 型形状関数

WKを用いて以下のように表すことができる。 

   
 


hK KE

EKEKh v )()( ,,, xwxV



 ， Kx     (27) 

ただし，  
NeEKK ,ww


      (28) 

 

なお，Raviart-Thomas 型形状関数は，辺長が 1 に正規

化された 2 次元正方形要素の場合，以下のようになる。 
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
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0
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       (29) 

 

また，Galarkin 法と同様に，式(22)における重み関数 χh

を以下のように定める。ここで，qE
*は任意のスカラー

値である。 

   
 






hhh K KE

EKE
K

K
K

Khh q ,
*

, wwqχχ
     (30) 

 

次に，要素内の α 相圧力 Pαおよび要素境界上の α 相

圧力 TPα の近似解は以下のように表し，空間離散化に
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伴い要素中心および要素境界中心の圧力を代表値とし

て平均的に表すものとする。 

     
K

K
KKh PPP

h

,, )()(    


 xx     (31) 

     
E

E
EEh TPTPTP

h

 


 )()( , xx 
    (32) 

ただし 
KKK  , ， Kx ， 

hTKK ,     (33) 

    
KKE  , ， Kx ， 

hTKK ,     (34) 

 

以上より，離散化された領域 Τh において求めるべき

目的変数であるダルシー流束，要素境界圧力，要素中

心圧力をすべての要素を対象に，さらに２相まとめて

記すと以下のように表される。 

  Tnw VVV  ，  
KeNEKv ,, V     (35) 

    Tnw TPTPTP  ，  
ENETP , TP     (36) 

  Tnw PPP  ，  
KNKP , P     (37) 

 これらを用いて，離散化された支配方程式である式

(22)～(25)をマトリクス形式にする。式展開の仔細につ

いては後述するものとし，結果から先に示すと，混合

ハイブリッド有限要素法による 2 相流れ問題のマトリ

クス方程式は以下のように表される。 

 
1

~~~
FPSTPRVB       (38) 

 
2FVRTρ

P
AM 

 TT

t

~~~     (39) 

 
3

~
FVR T       (40) 

ここで，式(38)はダルシー則を，式(39)は物理量保存式

を，式(40)は Neumann 境界条件をそれぞれマトリクス

形式にしたものである。なお，式(38)の左辺および右

辺の各マトリクス／ベクトルは下記のように成分表記

される。 

 









n

w

BO

OB
B
~      (41) 

ただし，  
KeKe NNK ,, BB  (α = w, n)    (42) 

 

ここで，Bα は以下の Ne×Ne の対角行列の Bα,K を小行

列とする NKe×NKeブロック対角行列である。 

   
NeNeEEKK B

,,,, 
 B ，

     xwwK dB
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同様に， 







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 









SO
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S
~      (45) 

  Tgw ,1,11 FFF  ，(α = w, n)    (46) 

ここで，R は式(47)のように構成される NKe×NEの行列，

S は式(48)のように構成される NKe×NK の行列，F1,α は

式(49)のように構成される NKe次ベクトルである。 

  
EKe NNEER

,, R ，   dlR
hE

EKEKKEEE 


 


,,, nw
  

       (47) 

  
KKe NNKES

,,S ， xw dS
K EKKE   ,,

     (48) 

  
KeNEF ,,1,1  F ， 

    xwwn dzgdlPF
K EKKK

E

EKEK
D

E
D

 


,,,,,,1


   

       (49) 

式(39)および(40)についても同様に， 

 









MO

OM
M
~      (50) 

 









2221

1211~

AA

AA
A      (51) 

 









n

w

TρO

OTρ
Tρ      (52) 

  Tgw ,2,22 FFF       (53) 

  Tgw ,3,33 FFF       (54) 

ここで，M は式(55)のように構成される NK×NK の行列，

A11～A22は各々式(56)～(59)のようにクロネッカーのデ

ルタを用いて記される NK×NKの対角行列，Tραは要素

境界上における α相の流体密度からなる NE×NKの行列，

F2,αは流出入を表す NK次ベクトル，F3,αは Neumann 境

界とフラックスの連続性を表す NE次ベクトルである。 
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  
KK NNKKM

,,M ，  KKK dM x,
    (55) 

  
KK NNKKKA

,,,1111  A ，  KcKKSwKwKwK PCSA ,,,,,11    

       (56) 

  
KK NNKKKA

,,,1212  A ，
KcKKwK PA ,,,12       (57) 

  
KK NNKKKA

,,,2121  A ，
KcKKnK PA ,,,21       (58) 

  
KK NNKKKA

,,,2222  A ，  KcKKSnKnKnK PCSA ,,,,,22    

       (59) 

  
KE NNKET

,,, Tρ      (60) 

  
KNKF22 F  ， xdfF

KK   ,,2
    (61) 

  
ENEF ,,3,3  F  ， dlF

hE

N
E  


  V,,3
    (62) 

ただし，フラックスの連続性より， 

 









 KKEifvv

Eifv

EKEK

NN
N

0,,,, 


V     (63) 

 

以降，順次マトリクス方程式への展開について概説

する。はじめに，ダルシー流束の式(38)への展開につ

いて記す。空間離散化した式(22)を要素単位に記す。

その際，要素境界上の圧力 TP は，Dirichlet 境界上は既

知であるため区別すると以下の式(64)のようになる。 

       

 
        xwqwqn

xwq

wqnxwqwVK

dzgdlP

dP

dlTPd

K KKKK
E

E KKEK
D

KKK

E
E KKEKEKK KKKKK

D

h

 


















*
,

*
,

*
,

*
,,,

*
,

1
,













 

       (64) 

 

上式の各項を整理すると，以下の式(65)～(68)となる。 

 

      KK KK
T

KK KKKKK dd ,
1**

,
1
,  VxwwKqxwqwVK 



   

       (65) 

      KK KK
T

K
E

E KKEKEK dldlTP
h

,
**

,,, 


 TPnwqwqn  



  

       (66) 

  KK K
T

KKKK PddP ,
**

,  



   xwqxwq     (67) 

        xwqwqn dzgdlP
K KKKK

E
E KKEK

D

D
  



*
,

*
,  

  

  xwnwq dzgdlp
K KKK K

D
E

T
K  

 ,,
*

      (68) 

ここで，式(43)～(46)を適用するとともに，qK
*が任意で

あることから，先述のマトリクス型方程式が得られる。 

 次に，物理量保存式について式(23)を例にして示す。

目的変数である Pαと A11～A22 は空間離散化によって，

要素ごとの代表値であるとみなすことができるため，

左辺第 1 項と第 2 項は以下のようになる。 

 

  


 






































hK

Kn
K

Kw
KKh

hnhw

t

P
A

t

P
Add

t

P
A

t

P
A ,

,12
,

,111211 x

       (69) 

 

左辺第 3 項は，ガウスの定理を適用し，要素境界上の

流体密度 Tραを導入することで以下のようになる。 

    
     

  




 






h

h

K
Kw

T

K

T
KK

T
Kw

K KE
E hEKKhhhww

dl

dld

,,

,

VnwTρ

nρVV 


 

       (70) 

右辺は流出入項であり要素ごとに以下のように表す。 

 

  





hK
Khw dfdf x     (71) 

 

式(69)～(71)を基に，式(44)以降のマトリクスも適用し，

非濡れ相も含めて整理すると，先述のマトリクス型方

程式が得られる。 

 最後に Neumann 境界については，式(25)に対して，

式(63)を考慮すると以下の式(72)のように表され，これ

を基に式(44)，(47)，(62)，(63)を適用して先述のマト

リクス型方程式が得られる。 

 

    












 

hh K
K

N

K
K

T

K KK dldl  VVnw ,
    (72)  

 

上記のようにして得られた混合ハイブリッド有限要素

法によるマトリクス方程式は係数内に未知数を含む非

線形方程式である。よって，反復計算によって最適解

が得られる。次章では開発したコードの妥当性を，理

論的に導かれる準解析解との比較と既往の解析コード

との比較によって検証する。 
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6.  開発したコードの検証 
 

6.1  準解析解との比較 

6.1.1  Mc Whorter 問題の概要 

 McWhorter and Sunada(1990)8)は非圧縮性流体を対象

に，毛管圧力を考慮した水平一次元系での動的な 2 相

置換問題を準解析的に解いた。非圧縮 2 相系を一般化

した偏微分方程式は以下のようになる。 

 





















x

S

xx

S

dS

df
q

t

S ww

w

w
t

w D     (73) 

ただし，      txqtxqtxq nwt ,,,      (74) 

  
w

c

n

wrn
w dS

dPfk
S


K

D       (75) 

ここで，qα(x,t) は α 相の体積フラックスであり，fw は

比透過性関数である。境界条件と初期条件を， 

   2

1

0 ,0


 Attqq w
     (76) 

     iww SxStS  0,,      (77) 

 

としたとき，McWhorter and Sunada(1990)で導出された

準解析解は以下のとおりである。 

 
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,





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

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


  tdS
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w
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ただし， 
1

)(

)(
1)(







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




nirw

wirn
ii Sk

Sk
Sff




K

K     (79) 

    RfRfff iiwn  1     (80) 

 
0qqR t       (81) 

 

なお，A は準解析的に得られる S0 の関数であり，入口

側の供給流量を与えるものである。 

6.1.2  解析条件 

 下記の条件で得られる準解析解と混合ハイブリッド

有限要素法を用いた開発したコードによって得られる

解を比較することで検証する。解析に用いたパラメー

タを表－1 に示す。なお，McWhorter 問題においては，

経時変化する入口側の供給フラックスが準解析的に得

られ，図－1 に示すような時間の関数として与える。 

6.1.3  解析結果 

 図－2 に水飽和度分布の形状の変化について，開発

したコードを用いて，上記条件にて実施した解析結果

と，McWhorter and Sunada (1990)の準解析解を併せて示

す。図に示すように，飽和度進展の時間変化について

数値解と解析解とはよく一致しており，開発したコー

ドの妥当性が示された。 

表－1 McWhorter 問題におけるパラメータ一覧 

Table 1  Parameter list for McWhorter problem 

名称 記号 値 単位 

流体密度 ρw, ρn 2 相とも 1,000 kg/m3

粘性係数 μw, μn 2 相とも 0.001 Pa･s 

固有透過係数 K 10－10 m2 

間隙率 φ 0.30  

相対透過係数 kr(Sw) Brooks-Corey モデル※  

毛管圧力 pc(Sw) Brooks-Corey モデル※ Pa 

孔径分布指標 λ 2.00  

侵入圧力 pd 5000 Pa 

残留飽和度 Swr, Snr 2 相とも 0.00  

メッシュサイズ Δx 0.01 m 

領域長さ L 260 m 

時間ステップ Δt 100 秒 

解析時間 T 10,000 秒 

入口側境界条件 (x=0) Flux は図－1 参照  

湿潤相の飽和度 Sw 1.0  

非湿潤相の圧力 pn 2.0×105 Pa 

初期条件    

初期湿潤相飽和度 Sw0 0.01  

※Brooks-Corey モデル 

毛管圧： 
















c

d

wr

wrw
e p

p

S

SS
S

1
     (82) 

相対透過係数： 
32

 erw Sk     (83) 

   





 



2

2 11 eern SSk     (84) 
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図－1 McWhorter 問題の x=0 における境界体積フラックス 

Fig.1  Time dependent Neumann boundary condition at x=0 
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図－2 McWhorter 問題における飽和度形状の比較 

Fig.2  Comparison of water saturation development 

 

6.2  Water Flood 問題 

 2 相流れにおける離散化手法の格子依存性の検証解

析としてよく用いられる Water Flood 問題 9)について試

解析を実施した。解析条件の詳細は参考文献 10)を参照

いただくものとし，以下にその概要を示す。本検討で

は正方形の 2 次元平面領域のうち，中央を低透水領域

とする不均一場において，領域全体がある流体で満た

された状態を初期状態とし，その状態で端部から水を

注入して，別の端部から初期に領域を満たしていた流

体を回収するいわゆる水攻法の計算を実施した。なお， 

解析結果の比較対照として，2 相流解析で実績のある

有限体積法コードの TOUGH211)および有限要素法コー

ドの CODE_BRIGHT12)で実施した解析結果と比較した。 

 解析結果のうち 2 相流体の置換の結果得られる水飽

和度分布について，3 種類の解析コードで実施した結

果を表－2 に示す。主な考察を以下に示す。 

 領域中央の低透水領域への水の浸入は非常に少ない

ことが想定されるが，有限要素法の結果では高透水の

部分と接している要素で飽和度が上昇しており，その

ため他の 2 手法とは飽和度分布が異なる結果が得られ

た。これは，有限要素法では節点にしか情報を持たな

いため，高透水部と低透水部で節点が共有されている

ことによって，境界に接する要素が影響を受けてしま

った結果である。このように 2 相流れでは飽和度によ

って各相の透過性が変わってしまうため，わずかな不

均一性でも通常の有限要素法では影響が大きいことが

確認された。 

 混合ハイブリッド有限要素法と有限体積法はいずれ

も離散化した要素ごとのマスバランスを満足するため

差異は小さいが，わずかにフロントの形状に差が見ら

れ，前者がより放射状に近い分布となっている。流向

と正方格子の向きが平行でなくても混合ハイブリッド

有限要素法は影響を受けにくいことが確認できた。 

 

 

表－2 試解析結果の比較（水飽和度） 

Table 2  Comparison of water saturation distribution 

 混合ハイブリッド法 有限体積法 有限要素法 

200

日 

 

600

日 
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7.  まとめ 
 

 非線形性の強い気液 2 相流れの問題を精度良くかつ

実用的に解くため，混合ハイブリッド有限要素法を用

いた気液 2 相流解析コードを開発した。本検討では既

往の検討事例では省力されてきた流体や媒体の圧縮性

をいずれも考慮できるような式展開を行なっており，

その数学的な理論について概要を示した。 

 開発したコードの検証のため，McWhorter 問題の準

解析解との比較を行ない，開発したコードで得られる

数値解が理論的に得られる準解析解とほぼ一致するこ

とを確認した。さらに Water Flood 問題を試解析として

実施し，開発したコードの解析結果を既往の解析コー

ドの結果と比較した。局所物理量保存が保証されない

通常の有限要素法は，透過性が不均一である影響を受

けたが，混合ハイブリッド有限要素法と有限体積法で

はその影響は見られなかった。一方，水の流れの方向

と要素分割の方向が一致していない箇所では，混合ハ

イブリッド有限要素法と有限体積法との間で差異が生

じており，空間離散化におけるメッシュ分割に対する

混合ハイブリッド有限要素法の優位性が示される結果

となった。 

 今後は当手法の持つ解析精度面での優位性が要求さ

れるような実プロジェクトへ適用できるよう，開発し

たコードの改良と拡張を進めていく予定である。 
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